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摘要：根据益生菌与前列腺癌细胞之间的相互作用机制，构建了由益生菌、雄性激素依赖性前列腺癌细胞和雄性激

素非依赖性前列腺癌细胞组成的三维随机癌动力学模型．通过构建犞函数，获得了前列腺癌细胞持续、灭绝的充分

条件．模拟预测了益生菌辅助雄性激素剥夺疗法治疗前列腺癌的效果．研究表明：益生菌对前列腺癌细胞的抑制作

用和噪声强度在前列腺癌细胞持续和灭绝中扮演了重要作用；增强噪声强度或改进有益菌对癌细胞的抑制作用不

仅可以有效根除癌细胞而且可以有效防止耐药现象的发生．
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　　前列腺癌是大多数西方国家男性癌症死亡的第

二大原因．临床上，前期主要采用雄激素剥夺疗法

（ＡＤＴ）治疗
［１］
．无论是采用ＡＤＴ疗法，还是服用

新开发的第二代抗雄性激素药物，恩杂鲁胺和阿比

特龙，这些治疗方案不同程度地延长了前列腺癌患

者的生存期，但大多数患者都会产生抗雄激素耐药

性问题［２］
．因此，迫切需要改进前列腺癌的治疗方案

或开发新的药物以有效防止耐药性发生．
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　　已有许多学者从数学模型的角度得到了一些治

疗前列腺癌的有效理论依据．例如，早在２００７年，

Ｉｄｅｔａ等
［３］提出间歇性雄性激素抑制（ＩＡＳ）前列腺

肿瘤生长的数学模型，结果表明相对于连续性雄性

激素疗法（ＣＡＳ），ＩＡＳ既可以改善患者的生活质量，

也可以延缓耐药性的发生．随后，Ｒｕｔｔｅｒ等
［４］于

２０１７年提出了一种将雄激素剥夺疗法（间歇性和持

续性）与树突状细胞疫苗免疫疗法相结合的模型，证

明了临床上采用树突状细胞疫苗在连续或间歇性雄

激素剥夺治疗方案中的有效性．近年来，Ｚａｚｏｕａ

等［５］在文献［４］的基础上，重点关注噪声和种间竞争

强度对连续性雄性激素剥夺疗法带来的影响．研究

发现，当雄性激素非依赖性肿瘤细胞是较强竞争者
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时，连续性雄性激素抑制疗效较高反而会加速患者

耐药性的形成．此外，也有学者从不同角度探索了前

列腺癌的耐药性问题［６８］
．如Ｃｏｌｅｔｔｉ等

［８］也提出一

个治疗前列腺癌的新药理学模型，研究表明最有效

的双药联合免疫疗法癌症疫苗结合免疫检查点阻

断治疗耐药性患者是有效的．

但是上述这些模型均未考虑有益菌和肿瘤细胞

之间的相互作用．事实上，已有诸多研究发现益生菌

不仅可以有效抑制肿瘤细胞的繁殖和增长，而且可

以辅助其他治疗方案大大增强疗效，改善患者的预

后［９１０］
．鉴于此，本文构建三维随机动力学模型，探

索益生菌和噪声对连续性ＡＤＴ疗法治疗前列腺癌

带来的影响．

１　模型构建
根据文献［５］连续性ＡＤＴ疗法治疗前列腺癌的

二维随机模型

ｄ犡１＝｛狉１犪０（１－狌）１－
α犡１＋β犡２

犓１
（ ）－

　　　（犱１＋犿１）狌｝犡１ｄ狋＋σ１犡１ｄ犅１（狋）

ｄ犡２＝狉２１－
α犡１＋β犡２

犓１
（ ）犡２＋犿１狌犡１｛ ｝ｄ狋＋

　　　σ２犡２ｄ犅２（狋）

犡１（０）＞０，　犡２（０）＞０

烅

烄

烆

探索噪声对前列腺癌治疗动力学的影响．其中，犡１、

犡２分别表示雄性激素依赖性肿瘤细胞（简称ＡＤ细

胞）的浓度，雄性激素非依赖性肿瘤细胞的浓度（简

称ＡＩ细胞）．狉１、狉２分别表示ＡＤ细胞和ＡＩ细胞的

净增长率；犓１ 表示肿瘤细胞的最大环境容纳量；

犱１表示ＡＤ细胞因连续性ＡＤＴ疗法导致的死亡

率；犪０是正常雄性激素浓度，狌是连续性雄性激素

抑制疗法的疗效且（０＜狌＜１）．其次，假设雄性激素

浓度达到最小犪０（１－狌）时，ＡＤ细胞变为ＡＩ细胞

的突变率达到最大犿１狌．其中，犿１是ＡＤ细胞变为

ＡＩ细胞的突变率．α，β是表示ＡＤ细胞和ＡＩ细胞

的种间竞争强度．研究发现：降低５０％的雄激素水

平（即狌＝０．５是治疗的近似最优值）既可抑制ＡＤ

细胞的增殖，还可诱导其凋亡，从而导致癌细胞灭

绝．当治疗水平过高会加速前列腺癌耐药性的产生．

事实上，已有实验研究显示，有益菌中的鼠李糖

乳杆菌对前列腺癌细胞的细胞活性有较强的抑制作

用［１１］
．反过来，肿瘤细胞也会分泌一些毒性物质，抑

制益生菌的繁殖及生长［１２］
．因此，本文在文献［５］的

基础上，引进有益菌（犡３）的作用，并分别用单调递

增的希尔函数
犽１３犡３

犪＋犡３
，
犽２３犡３

犫＋犡３
和
犽３１（犡１＋犡２）

犮＋犡１＋犡２
来刻

画有益菌对ＡＤ细胞，有益菌对ＡＩ细胞以及肿瘤细

胞对有益菌的抑制作用．其次，为了区分益生菌对肿

瘤细胞的抑制作用，本文并未考虑肿瘤细胞之间的

竞争强度，即本文模型为文献［５］中α＝β＝１这一特

殊情形．此外，受文献［１３］的启发，模型中除了考虑

噪声对肿瘤细胞的影响，还考虑了噪声对益生菌的

影响．因此，本文得到如下前列腺癌动力学模型：

ｄ犡１＝狉１犪０（１－狌）１－
犡１＋犡２

犓１
（ ）｛ －

　　（犱１＋犿１）狌－
犽１３犡３

犪＋犡３
｝犡１ｄ狋＋σ１犡１ｄ犅１（狋）

ｄ犡２＝狉２１－
犡１＋犡２

犓１
（ ）犡２＋｛

　　　犿１狌犡１－
犽２３犡２犡３

犫＋犡３
｝ｄ狋＋σ２犡２ｄ犅２（狋）

ｄ犡３＝狉３１－
犡３

犓３
（ ）－犽３１（犡１＋犡２）犮＋犡１＋犡２

｛ ｝犡３ｄ狋＋
　　　σ３犡３ｄ犅３（狋）

犡１（０）＞０，犡２（０）＞０，犡３（０）＞０

烅

烄

烆

（１）

式中：狉３表示益生菌的净增长率；犓２表示益生菌的

最大环境容纳量；犪，犫，犮分别表示有益菌抑制ＡＤ

细胞，益生菌抑制ＡＩ细胞以及肿瘤细胞抑制益生

菌的半饱和系数；犽１３，犽２３，犽３１ 分别表示有益菌对

ＡＤ细胞和ＡＩ细胞以及肿瘤细胞对益生菌的最大

抑制系数．最后，犅１（狋），犻＝１，２，３是完备概率空间

上（Ω，犉，犉狋｛ ｝狋≥０，犘）独立的标准布朗运动，且σ１，

σ２，σ３分别表示白噪声强度．

２　正解的存在唯一性和有界性
首先讨论系统全局正解的存在唯一性和有界

性．为此，首先给出如下一些符合的定义．记犚３＋＝

｛犡＝（犡１，犡２，犡３）∈犚
３
＋：犡１≥０，犡２≥０，犡３≥０｝且

Ｉｎｔ犚
３
＋＝｛犡＝（犡１，犡２，犡３）∈犚

３
＋：犡１＞０，犡２＞０，

犡３＞０｝．关于犳（狋）在［０，∞）的积分分别记：

〈犳〉狋＝
１

狋∫
狋

０
犳（狊）ｄ狊

〈犳〉

＝ｌｉｍｓｕｐ

狋→∞

１

狋∫
狋

０
犳（狊）ｄ狊

〈犳〉＝ｌｉｍｉｎｆ
狋→∞

１

狋∫
狋

０
犳（狊）ｄ狊

　　进一步，为计算方便，记犚１＝狉１犪０（１－狌），

犝１＝（犱１＋犿１）狌．模型（１）可改写为
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ｄ犡１＝ 犚１１－
犡１＋犡２

犓１
（ ）－｛

　　　犝１－
犽１３犡３

犪＋犡３
｝犡１ｄ狋＋σ１犡１ｄ犅１（狋）

ｄ犡２＝狉２１－
犡１＋犡２

犓１
（ ）犡２＋犿１狌犡１－｛

　　　
犽２３犡２犡３

犫＋犡３
｝ｄ狋＋σ２犡２ｄ犅２（狋）

ｄ犡３＝狉３１－
犡３

犓３
（ ）－犽３１（犡１＋犡２）犮＋犡１＋犡２

｛ ｝犡３ｄ狋＋
　　　σ３犡３ｄ犅３（狋）

犡１（０）＞０，犡２（０）＞０，犡３（０）＞０

烅

烄

烆

（２）

　　定理１　对于任何初值（犡１（０），犡２（０），犡３（０））∈

Ｉｎｔ犚
３
＋，系统（２）存在唯一的全局正解（犡１（狋），

犡２（狋），犡３（狋）），即对任意狋≥０，（犡１（狋），犡２（狋），

犡３（狋））∈Ｉｎｔ犚
３
＋，ａ．ｓ．

证明　显然，系统（２）的系数满足局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ

条件．因此，对任意初值（犡１（０），犡２（０），犡３（０））∈

Ｉｎｔ犚
３
＋，系统（２）在 ０，τ犲［ ）上存在唯一局部解（犡１（狋），

犡２（狋），犡３（狋））∈Ｉｎｔ犚
３
＋．这里，τ犲是爆破时间．

接下来，需证明该局部解也是全局正解，即只需

τ犲＝＋∞，ａ．ｓ．令犽０＞０且犡犻（０）∈（１／犽０，犽０），犻＝

１，２，３．对于任意犽＞犽０，定义停时τ犽＝ｉｎｆ｛狋∈［０，

τ犲）｜ｍｉｎ｛犡１，犡２，犡３｝≤
１

犽
或｜ｍａｘ｛犡１，犡２，犡３｝≥

犽｝．显然，｛τ犽｝单调递增．令τ∞＝ｌｉｍ
狋→∞
τ犽．若τ∞＝∞，

ａ．ｓ．，则τ犲＝＋∞且（犡１（狋），犡２（狋），犡３（狋））∈

Ｉｎｔ犚
３
＋，ａ．ｓ．否则，存在一个正常数犜 以及ε∈（０，

１）使得犘｛τ∞≤犜｝＞ε．那么一定存在一个正常数

犽１＞犽０使得任意犽＞犽１有犘｛τ犽≤犜｝≥ε．令Ω犽＝

｛τ犽≤犜｝则有

犘（Ω犽）≥ε （３）

　　定义一个犞函数：Ｉｎｔ犚
３
＋→犚＋如下：

犞（犡１，犡２，犡３）＝犡１－１－ｌｎ犡１＋犡２－１－

　　ｌｎ犡２＋犡３－１－ｌｎ犡３

　　对于系统（２）利用伊藤公式可得

ｄ犞＝犔犞ｄ狋＋σ１（犡１－１）ｄ犅１（狋）＋

σ２（犡２－１）ｄ犅２（狋）＋σ３（犡３－１）ｄ犅３（狋）

其中

　犔犞＝（犡１－１）×

犚１１－
犡１＋犡２

犓１
（ ）－犝１－犽１３犡３犪＋犡３［ ］＋

（犡２－１）狉２１－
犡１＋犡２

犓１
（ ）－犽２３犡３犫＋犡３［ ］＋

犿１狌犡１－犿１狌
犡１

犡２
＋（犡３－１）×

狉３１－
犡１＋犡２

犓１
（ ）［ －

犽３１（犡１＋犡２）

犮＋犡１＋犡２
］＋

σ
２
１＋σ

２
２＋σ

２
３

２

　　经过整理易得

犔犞≤ －
犚１犡

２
１

犓１
＋犚１犡１＋（

犚１犡１

犓１
＋
狉２犡１

犓１
＋犿１狌犡１）＋

－
狉２犡

２
２

犓１
＋狉２犡２＋

犚１犡２

犓１
＋
狉２犡２

犓１
（ ）＋

－
狉３犡

２
３

犓２
＋狉３犡３＋

狉３犡３

犓２
（ ）＋犽１３＋

犽２３＋犽３１＋
σ
２
１＋σ

２
２＋σ

２
３

２
＋犝１≤犕０

其中：犕０是一个正常数．那么，可得

ｄ犞≤犕０ｄ狋＋σ１（犡１－１）ｄ犅１（狋）＋　　　

σ２（犡２－１）ｄ犅２（狋）＋σ３（犡３－１）ｄ犅３（狋）

（４）

　　进一步，对上述不等式（４）两端先从０到τ犽∧犜

上积分并取期望可得

犈（犞（犡１（τ犽∧犜），犡２（τ犽∧犜），犡３（τ犽∧犜）））≤

犕０犜＋犞（犡１（０），犡２（０），犡３（０）） （５）

Ω犽＝｛τ犽≤犜｝，犽≥犽１Ω犽＝｛τ犽≤犜｝，犽≥犽１以及不

等式（３）可知：犘（Ω犽）≥ε．进一步，注意到对于任意

ω∈Ω犽，存在犻∈｛１，２，３｝使得犡犻（τ犽，ω）＝犽或
１

犽
．

因此

犞（犡１（τ犽∧犜），犡２（τ犽∧犜），犡３（τ犽∧犜））≤

１

犽
－１－ｌｎ

１

犽（ ）∧（犽－１－ｌｎ犽） （６）

另一方面，由不等式（５，６）可知：

犞（犡１（０），犡２（０），犡３（０））＋犕０犜≤

　　犈（１Ω犽（ω）犞（犡１（τ犽∧犜），

　　犡２（τ犽∧犜），犡３（τ犽∧犜）））≤

　　ε （犽－１－ｌｎ犽）∧
１

犽
－１－ｌｎ

１

犽（ ）［ ］
（７）

式中：犾Ω犽（ω）是Ω犽（ω）的特征函数．

令犽→∞则有∞＞犞（犡１（０），犡２（０），犡３（０））＋

犕１犜＝∞．矛盾．显然有τ∞＝∞ａ．ｓ．得证．

定理２　系统（２）的正解（犡１（狋），犡２（狋），

犡３（狋））是随机最终有界的．
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证明　构造犞 函数：犞（狋，犡１（狋））＝ｅ
狋
犡狆１，其

中，狆＞１．由伊藤公式可得

ｄ犞（狋，犡１（狋））≤

ｅ
狋
１＋狆犚１＋

狆－１

２
σ
２
１（ ）犡狆１－狆犚１犓１犡

狆＋１
１｛ ｝ｄ狋＋

狆ｅ
狋
σ１犡

狆
１ｄ犅１（狋）≤犕１ｅ

狋
ｄ狋＋狆ｅ

狋
σ１犡

狆
１ｄ犅１（狋）

（８）

这里犕１是正常数．对上述不等式（８）两端先从０到

狋上取积分，随后取期望可得

犈［ｅ狋犡狆１（狋）］≤犡
狆
１（０）＋犕１（ｅ

狋
－１） （９）

那么，犈［犡狆１（狋）］≤ｅ
－狋
犡狆１（０）＋犕１（１－ｅ

－狋）．因此，

ｌｉｍｓｕｐ
狋→∞

犈［犡狆１（狋）］≤犕１ （１０）

　　类似地，还可得

ｌｉｍｓｕｐ
狋→∞

犈［犡狆２（狋）］≤犕２ （１１）

ｌｉｍｓｕｐ
狋→∞

犈［犡狆３（狋）］≤犕３ （１２）

式中：犕２、犕３是正常数．

由不等式（１０～１２）结合（犡
２
１（狋）＋犡

２
２（狋）＋

犡
２
３（狋））

狆
２
≤２

狆
２（犡狆１（狋）＋犡

狆
２（狋）＋犡

狆
３（狋））可得

ｌｉｍｓｕｐ
狋→∞

犈［犡狆（狋）］≤２
狆
２（犕１＋犕２＋犕３）＜∞

（１３）

　　进一步，对不等式（１３）应用契切比雪夫不等式

可得一定存在依赖于ε的正常数犮使得

犘｛ω：狘犡（ω）狘≥犮｝＜ε

３　前列腺癌细胞的灭绝性

定理３　当系统（２）的参数满足犚１－犝１＜
σ
２
１

２
，

狉３＜
σ
２
３

２
和狉２＜

σ
２
２

２
时，ＡＤ细胞，ＡＩ细胞和益生菌均

灭绝．

证明　关于系统（２）的一个正解（犡１（狋），

犡２（狋），犡３（狋）），有

ｄ犡１（狋）≤ 犚１－犝１－
犚１

犓１
犡１（ ）犡１ｄ狋＋σ１犡１ｄ犅１（狋）

ｄ犡３（狋）≤ 狉３－
狉３

犓２
犡３（ ）犡３ｄ狋＋σ３犡３ｄ犅３（狋）

分别记φ（狋）和ψ（狋）为如下方程：

ｄφ（狋）＝ 犚１－犝１－
犚１

犓１
φ（ ）φｄ狋＋σ１φｄ犅１（狋）

ｄψ（狋）≤ 狉３－
狉３

犓２
ψ（ ）ψｄ狋＋σ３ψｄ犅３（狋）

的解，且初值φ（０）＝犡１（０），ψ（０）＝犡３（０）．

由文献［１４］中的随机比较原则可知，对于任意

狋＞０有犡１（狋）≤φ（狋），犡３（狋）≤ψ（狋）．

根据文献［５］中的引理４．７可知，ｌｉｍ
狋→∞
φ（狋）＝０，

ｌｉｍ
狋→∞
φ（狋）＝０，因此，可得

ｌｉｍ
狋→∞
犡１（狋）＝０　ａ．ｓ

ｌｉｍ
狋→∞
犡３（狋）＝０　ａ．ｓ．

　　记Ω１＝｛ω∈Ω ｌｉｍ
狋→∞
犡１（狋，ω）＝０｝则犘（Ω１）＝

１．换言之，对于任意ω∈Ω１和充分小的ε＞０，一定

存在一个依赖于ω和ε的正常数犜，使得对于任意

狋≥犜有

犡１（狋，ω）＜ε，　ａ．ｓ． （１４）

　　接下来，证明犡２灭绝．根据不等式（１４）可知，

对于任意的狋≥犜１和ω∈Ω１有

ｄ犡２（狋，ω）≤（狉２犡２＋犿１狌ε）ｄ狋＋σ２犡２ｄ犅２（狋，ω）

（１５）

对上述不等式两端从０到狋上积分可得

犡２（狋，ω）≤犡２（０，ω）ｅ
狋 狉２－

σ
２
２
２＋σ２

犅
２
（狋，ω）

狋
（ ）

＋

犿１狌ε∫
狋

０
ｅ
（狋－狊）狉２－

σ
２
２
２＋σ２

犅
２
（狋，ω）－犅２

（狊，ω）

狋－狊
（ ）

ｄ狊 （１６）

　　根据强大数定理的局部鞅可知，存在正数犜２，

对于任意狋≥犜２有

犅２（狋，ω）－犅２（狊，ω）

狋－狊
＜ε　ａ．ｓ． （１７）

因此，当狋≥犜２时，有

犡２（狋，ω）≤犡２（０，ω）ｅ
狉２－

σ
２
２
２＋σ２

犅
２
（狋，ω）

狋
（ ）狋

＋

犿１狌ε∫
犜２

０
ｅ
狉２－

σ
２
２
２＋σ２

犅
２
（狋，ω）－犅２

（狊，ω）

ν
（ ）ν

ｄ狊＋

犿１狌ε∫
狋

犜２

ｅ
狏 狉２－

σ
２
２
２＋σ２ε（ ）

ｄ狏 （１８）

　　根据文献［５］中的Ｋｏｌｍｏｇｒｏｖ定理可知，存在

一个正常数犕４使得，任意狋≥犜２时有

∫
犜２

０
ｅ
狏 狉２－

σ
２
２
２＋σ２

犅
２
（狋，ω）－犅２

（狋－狏，ω）

狏
（ ）

ｄ狏≤犕４ （１９）

这里可选取ε使得，犔１＝狉２－
σ
２
２

２
＋σ２ε＜０．那么，对

上述不等式（１８）两端取上极限有

ｌｉｍｓｕｐ
狋→∞

犡２（狋，ω）≤犿１狌ε犕４－
ｅ
犔１犜２

犔１
（ ）

　　进一步由ε的任意性可知，对于任意的ω∈Ω１有

ｌｉｍｓｕｐ
狋→∞

犡２（狋，ω）＝０

　　又因为犘（Ω１）＝１，所以ｌｉｍ
狋→∞
犡２（狋，ω）＝０．

得证．
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４　前列腺癌细胞的持久性
定理４　当系统（２）的参数满足犽１３＜犚１－犝１－

σ
２
１

２
－
犚１

狉２
狉２－

σ
２
２

２（ ），犽２３＜狉２－σ
２
２

２
且犽３１＜狉３－

σ
２
３

２

时，犡１，犡２，犡３均持久．

证明　用反证法证明犡１，犡２和犡３的持久性．

假设犡２不持久，则存在Ω２＝｛ω｜〈犡２（狋，ω）〉
＝０｝

使犘（Ω２）＞０．即对于任意ε１和Ω２，存在犜３＞０使

得对于任意狋≥犜３存有〈犡２（狋，ω）〉＜ε１．

对于系统（２）的任一正解，有

ｄ犡１≥ 犚１１－
犡１＋犡２

犓１
（ ）－犝１－犽１３（ ）犡１ｄ狋＋

σ１犡１ｄ犅１（狋）

则　　犡１（狋，ω）≥

ｅ
狋 犚１－犝１－犽１３－

σ
２
１
２－

犚
１
犓
１
〈犡２
（ω）〉狋＋σ１

犅
１
（狋，ω）

狋
（ ）

１

犡１（０，ω）
＋
犚１

犓１∫
狋

０
ｅ
狊 犚１－犝１－犽１３－

σ
２
１
２－

犚
１
犓
１
〈犡２
（ω）〉狊＋σ１

犅
１
（狊，ω）

狊
（ ）

ｄ狊

（２０）

　　根据强大数定理的局部鞅可知，对于任意ε１＞

０，存在一个大数犜４＞０，使得当狋－狊＞犜４时，

犅２（狋，ω）－犅２（狊，ω）

狋－狊
＜ε１　ａ．ｓ． （２１）

　　任意选取ε１使得

犔２＝－犚１＋犝１＋犽１３＋
σ
２
１

２
＋σ１＋

犚１

犓１
（ ）ε１＜０

不等式（２０）对于任意狋＞犜＝犜３∨犜４有

１

犡１（狋，ω）
≤

１

犡１（０，ω）
ｅ
－狋 犚１－犝１－犽１３－

σ
２
１
２－

犚
１
犓
１
〈犡２
（ω）〉狋＋σ１

犅
１
（狋，ω）

狋
（ ）

＋

犚１

犓１∫
狋

０
ｅ
（狋－狊）犚１－犝１－犽１３－

σ
２
１
２＋σ１

犅
１
（狊，ω）－犅１

（狋，ω）

狋－狊
（ ）＋

犚
１
犓
１∫
狋

狊
〈犡２
（τ，ω）〉ｄτ

ｄ狊≤

１

犡１（０，ω）
ｅ
－犔２狋

＋

犚１

犓１∫
犜

０
ｅ
（狋－狊）犚１－犝１－犽１３－

σ
２
１
２＋σ１

犅
１
（狊，ω）－犅１

（狋，ω）

狋－狊
（ ）＋

犚
１
犓
１∫
狋

狊
〈犡２
（τ，ω）〉ｄτ

ｄ狊＋

犚１

犓１

（ｅ
犔２狋

－ｅ
犔２犜）

犔２
（２２）

　　进一步，由犡２的有界性，结合Ｋｏｌｍｏｇｒｏｖ定理

可得，存在正数犕５＞０使得对于任意狋≥犜有

犚１

犓１∫
犜

０
ｅ
（狋－狊）（犚１－犝１－犽１３－

σ
２
１
２＋σ１

犅
１
（狊，ω）－犅１

（狋，ω）

狋－狊
）＋
犚
１
犓
１∫
狋

狊
〈犡２
（τ，ω）〉ｄτ

ｄ狊≤犕５

（２３）

则　ｌｉｍｓｕｐ
狋→∞

１

犡１（狋，ω）
≤
犚１

犓１
犕５－

ｅ
犔２犜

犔２
（ ）＜∞

　　故存在一个正常数α１使得对于充分大的狋有

犡１（狋，ω）≥α１．

此外，由定理２可知，存在正常数犕１，犕２ 和

犜５，使得对于所有狋≥犜有犕１≥犡１（狋，ω）和犕２≥

犡２（狋，ω）．那么，关于所有狋≥犜和ω∈Ω２有

ｄ犡２（狋，ω）≥

狉２１－
犕１＋犕２

犓１
（ ）－犽２３（ ）犡２＋犿１狌α１（ ）ｄ狋＋

σ２犡２ｄ犅２（狋，ω） （２４）

则

犡２（狋，ω）≥犡２（０，ω）ｅ
狋狉２ １－

犕
１＋
犕
２

犓
１

（ ）－犽２３－
σ
２
２
２＋σ２

犅
２
（狋，ω）

狋（ ）
＋

犿１狌α１∫
狋

０
ｅ

（狋－狊）狉２ １－
犕
１＋
犕
２

犓
１

（ ）－犽２３－
σ
２
２
２＋σ２

犅
２
（狋，ω）－犅２

（狊，ω）

狋－狊（ ）
ｄ狊

（２５）

　　对于任意ε２＞０，存在一个大数犜５＞０，使得当

狋－狊＞犜５时，

犅２（狋，ω）－犅２（狊，ω）

狋－狊
＜ε２　ａ．ｓ． （２６）

　　令犔３＝狉２１－
犕１＋犕２

犓１
（ ）－犽２３－σ

２
２

２
＋σ２ε２，且

将不等式（２６）代入（２５）可得

犡２（狋，ω）≥犿１狌α１∫
狋

犜５

ｅ
犔３狏

ｄ狏 （２７）

　　当犔３＝狉２ １－
犕１＋犕２

犓１
（ ）－犽２３－σ

２
２

２
＋σ２ε２≠０

时，对于任意狋≥犜５，犡２（狋，ω）≥犿１狌α１
ｅ
犔３狋

－ｅ
犔３犜５

犔３
；当

犔３＝０时，对于任意狋≥犜５，犡２（狋，ω）≥犿１狌α１（狋－

犜５）．

因此，当犔３≥０时，ｌｉｍｉｎｆ
狋→∞

犡２（狋，ω）＝∞且当

犔３＜０时，ｌｉｍｉｎｆ
狋→∞

犡２（狋，ω）≥－
α１ｅ

犔３犜５

犔３
＞０．

显然这与假设相矛盾，故犡２ 在均方意义下持

久．得证．

同理，也将采用反证法证明犡３的持久性．假设

犡３不持久，则存在Ω３＝｛ω 〈犡３（狋，ω）〉
＝０｝使得

犘（Ω３）＞０，即对于任意ε＞０和存在ω∈Ω３于使得

犘（Ω２）＞０．即对于任意ε和Ω３，存在犜３＞０使得对

于任意狋≥犜６有〈犡３（ω）〉狋＜ε．

对于系统（２）的第三个方程有

ｄ犡３＝狉３１－
犡３

犓３
（ ）－犽３１（犡１＋犡２）犮＋犡１＋犡２

｛ ｝犡３ｄ狋＋
　　　σ３犡３ｄ犅３（狋）≥
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　　狉３１－
犡３

犓３
（ ）－犽３１（ ）犡３ｄ狋＋σ３犡３ｄ犅３（狋）

则

犡３（狋，ω）≥
ｅ
狋 狉３－犽３１－

σ
２
３
２＋σ３

犅
３
（狋，ω）

狋
（ ）

１

犡３（０，ω）
＋
狉３

犓２∫
狋

０
ｅ
狊 狉３－犽３１－

σ
２
３
２＋σ３

犅
３
（狊，ω）

狊
（ ）

ｄ狊

　　根据强大数定理的局部鞅可知，对于任意ε＞

０，存在一个大数犜７＞０，使得当狋－狊＞犜７时，

犅３（狋，ω）－犅３（狊，ω）

狋－狊
＜ε　ａ．ｓ．

　　选取ε使得犔３＝－狉３－犽３１－
σ
２
３

２（ ）＋σ３ε＜０，
则对于任意狋＞犜６∨犜７有

１

犡３（狋，ω）
≤

１

犡３（０，ω）
ｅ
犔３狋

＋

　　
狉３

犓２∫
犜６∨犜７

０
ｅ
（狋－狊）狉３－犽３１－

σ
２
３
２＋σ３

犅
３
（狊，ω）－犅３

（狋，ω）

狋－狊
（ ）

ｄ狊＋

　　
狉３

犓２∫
狋

犜６∨犜７

ｅ
犔３狏

ｄ狏

　　进一步，根据Ｋｏｌｍｏｇｒｏｖ定理
［１５］可知：

∫
犜６∨犜７

０
ｅ
（狋－狊）狉３－犽３１－

σ
２
３
２＋σ３

犅
３
（狊，ω）－犅３

（狋，ω）

狋－狊
（ ）

ｄ狊≤犕６

因此

１

犡３（狋，ω）
≤

１

犡３（０，ω）
ｅ
犔３狋

＋
狉３

犓２
犕６＋

狉３

犓２犔３
（ｅ
犔３狋

－ｅ
犔３
（犜６∨犜７

）
）

对上述不等式两端取上极限可得

ｌｉｍｓｕｐ
狋→∞

１

犡３（狋，ω）
≤
狉３

犓２
犕６－

狉３ｅ
犔３
（犜６∨犜７

）

犓２犔３

因此

ｌｉｍｉｎｆ
狋→∞

犡３（狋，ω）≥
１

狉３

犓２
犕６－

狉３ｅ
犔３
（犜６∨犜７

）

犓２犔３

＞０

这与假设犡３不持久相矛盾，故犡３持久．得证．

类似地，采用反证法证明犡１ 的持久性．假设

犡１不持久，则存在Ω４＝｛ω｜〈犡１（狋，ω）〉
＝０｝使

得，犘（Ω４）＞０．即对于任意ε和Ω４，存在犜８＞０使

得对于任意狋≥犜８存有〈犡１（ω）〉狋＜ε．故有

ｌｉｍｓｕｐ
狋→∞

ｌｎ犡１（狋）

狋
≤０　ａ．ｓ． （２８）

　　对于系统（２）的任一正解，有

ｄ犡２＝

狉２１－
犡１＋犡２

犓１
（ ）－犽２３犡３犫＋犡３

（ ）犡２＋犿１狌犡１（ ）ｄ狋＋

σ２犡２ｄ犅２（狋）≥

狉２１－
犡１＋犡２

犓１
（ ）－犽２３（ ）犡２ｄ狋＋σ２犡２ｄ犅２（狋）

则　　犡２（狋，ω）≥

ｅ
狋 狉２－犽２３－

σ
２
２
２－

狉
２
犓
１
〈犡２
（ω）〉狋＋σ２

犅
２
（狋，ω）

狋
（ ）

１

犡２（０，ω）
＋
狉２

犓１
∫
狋
０ｅ
狊 狉２－犽２３－

σ
２
２
２－

狉
２
犓
１
〈犡２
（ω）〉狊＋σ２

犅
２
（狊，ω）

狊
（ ）

ｄ狊

故　
１

犡２（狋，ω）
≤

１

犡２（０，ω）
ｅ
－狋 狉２－犽２３－

σ
２
２
２－

狉
２
犓
１
〈犡２
（ω）〉狋＋σ２

犅
２
（狋，ω）

狋
（ ）

＋

狉２

犓１
∫
狋
０ｅ
（狋－狊）狉２－犽２３－

σ
２
２
２＋σ２

犅
２
（狊，ω）－犅２

（狋，ω）

狋－狊
（ ）＋

狉
２
犓
１
∫
狋
狊犡１

（τ）ｄτ

ｄ狊

（２９）

　　根据强大数定理的局部鞅可知，对任意ε＞０存

在犜９＞０使得狋－狊＞犜９时，

犅２（狋，ω）－犅２（狊，ω）

狋－狊
＜ε　ａ．ｓ．

　　选取ε使犔４＝－狉２－犽２３－
σ
２
２

２（ ）＋σ２＋狉２犓１（ ）ε＜
０．类似地可知，存在正数犕６＞０，使得对于任意狋≥

犜
－

＝犜８∨犜９有

１

犡２（狋，ω）
≤

１

犡２（０，ω）
ｅ
犔４狋

＋
狉２

犓１
犕６＋

ｅ
犔４狋

－ｅ
犔４犜

犔４
（ ）

（３０）

对不等式（３０）两端同时取上极限可得

ｌｉｍｓｕｐ
狋→∞

１

犡２（狋，ω）
≤
狉２

犓１
（犕４－

ｅ
犔４犜
－

犔４
）＜∞

故存在一个正常数α２ 使得，对于充分大的狋有

犡２（狋，ω）≥α２．

进一步结合定理２可知，存在正常数犕２和犜
－

，

使得对于所有狋≥犜９∨犜
－

有犕２≥犡２（狋，ω）≥α２．故有

ｌｉｍ
狋→∞

ｌｎ犡２（狋，ω）

狋
＝０ （３１）

　　另一方面，由伊藤公式可知：

ｄｌｎ犡１（狋）≥ 犚１－犝１－犽１３－
　

　
（

　　
σ
２
１

２

犚１犡１

犓１
－
犚１犡２

犓１
）ｄ狋＋σ１ｄ犅１（狋）

　　对上述不等式两端从０到狋上取积分可得

　　
ｌｎ犡１（狋）－ｌｎ犡１（０）

狋
≥犚１－犝１－犽１３－
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σ
２
１

２
－
犚１

犓１
〈犡１〉狋－

犚１

犓１
〈犡２〉狋＋σ１

犅１（狋）

狋
（３２）

　　类似地，可得

ｌｎ犡２（狋）－ｌｎ犡２（０）

狋
≤狉２－

σ
２
２

２
－
狉２

犓１
〈犡１〉狋－

　　
狉２

犓１
〈犡２〉狋＋

犿１狌

β
〈犡１〉狋＋σ２

犅２（狋）

狋

（３３）

　　从上述不等式（３２，３３）结合式（２８）可得

　　

ｌｎ犡１（狋，ω）－
犚１

狉２
ｌｎ犡２（狋，ω）

狋
≥

ｌｎ犡１（０）－
犚１

狉２
ｌｎ犡２（０）

狋
＋犚１－犝１－犽１３－

σ
２
１

２
＋σ１

犅１（狋）

狋
－
犚１

狉２
σ２
犅２（狋）

狋
－

犚１

狉２
狉２－

σ
２
２

２（ ）－犚１狉２
犿１狌

β
ε （３４）

　　对上述不等式（３４）两端取上极限结合不等式

（２８，３１）可得

　　　　０≥ｌｉｍｓｕｐ
狋→∞

ｌｎ犡１（狋）

狋
≥犚１－犝１－犽１３－

σ
２
１

２
－
犚１

狉２
狉２－

σ
２
２

２（ ）＞０
显然矛盾．故犡１持久．得证．

５　数值模拟
通过数值模拟呈现益生菌联合ＡＤＴ疗法的治

疗效果以及不同强度噪声对系统带来的影响．表１

表１　系统参数取值

犜犪犫．１　犘犪狉犪犿犲狋犲狉狏犪犾狌犲狊狅犳狋犺犲狊狔狊狋犲犿

参数 生物意义 取值 来源

狉１ ＡＤ细胞的繁殖率 ０．０２５ 文献［５］

犱１ ＡＤ细胞的死亡率 ０．０６４ 文献［５］

狉２ ＡＩ细胞的繁殖率 ０．００６ 文献［５］

犿１ ＡＤ细胞突变为ＡＩ细胞的突变率 ５×１０
－５ 文献［４］

犪０ 雄性激素的标准浓度 ２０ 文献［１４］

犓１ 前列腺癌细胞的最大环境容纳量 １．１×１０
９ 文献［５］

犓２ 有益菌的最大环境容纳量 １．０×１０
８ ［假设］

狉３ 有益菌的繁殖率 ０．４１ ［假设］

犽１３ 有益菌对ＡＤ细胞的最大抑制系数 （０，１） ［假设］

犽２３ 有益菌对ＡＩ细胞的最大抑制系数 （０，１） ［假设］

犽３１ 癌细胞对有益菌的最大抑制系数 （０，１） ［假设］

犪 有益菌抑制ＡＤ细胞的半饱和系数 ５×１０
７ ［假设］

犫 有益菌抑制ＡＩ细胞的半饱和系数 ５×１０
７ ［假设］

犮 前列腺癌细胞抑制益生菌的半饱和系数 ５×１０
４ ［假设］

狌 连续性雄性激素抑制疗法的疗效 （０，１） ［假设］

列举了模型中参数的意义、取值和来源．

首先数值模拟检验益生菌联合ＣＡＳ疗法相比

于单纯ＣＡＳ疗法在治愈前列腺癌中的有效性．为

此，在图１的参数选取中，除和益生菌相关的参数

外，其余取值和文献［５］中图１的取值一致．分别取

犡１（０）＝１２，犡２（０）＝１，犡３（０）＝５０００，σ１＝０．７，

σ２＝０．２，σ３＝０．１，犽１３＝０．３，犽２３＝０．０５，犽３１＝０．４，

狌＝０．１．模拟结果显示，随着益生菌的引进，患者体

内雄性激素水平仅减少１０％可有效治愈前列腺癌，

且在短短１年之内可有效根除．相比于，文献［５］中

单纯ＣＡＳ疗法，减少患者体内５０％的雄性激素水

图１　益生菌联合犆犃犛疗法的有效性

犉犻犵．１　犈犳犳犲犮狋犻狏犲狀犲狊狊狋犲狊狋狅犳狆狉狅犫犻狅狋犻犮狊犮狅犿犫犻狀犲犱狑犻狋犺犆犃犛

狋犺犲狉犪狆狔
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平才可有效清除前列腺癌细胞，且治疗周期长达五

年．由此可见，有益菌联合ＣＡＳ疗法的确可有效治

愈前列腺癌，而且可大大缩短患者的患病周期，有效

降低患者治疗成本的同时提高了患者的生活质量．

数值模拟验证相关理论结果的正确性．根据定

理３可知，系统中益生菌、ＡＤ细胞和ＡＩ细胞都将

灭绝，其数值模拟如图２所示．参数取值σ１＝０．７，

σ２＝０．２，σ３＝０．９，狉３＝０．３６，犽１３＝０．１８，犽２３＝

０．００５５，犽３１＝０．１，狌＝０．５经计算可知，满足定理３

的约束条件．即在大噪声强度下，物种都将灭绝．

根据定理４可知，系统中益生菌、ＡＤ细胞和ＡＩ

细胞都将持久，其数值模拟如图３所示．参数取值

σ１＝０．４，σ２＝０．０３，σ３＝０．１，狉３＝０．４１，犽１３＝０．１８，

犽２３＝０．００５５，犽３１＝０．１，狌＝０．３．经计算可知，满足

定理４的约束条件．

综合图２和图３表明噪声对前列腺肿瘤细胞的

形成及发展有着重要影响．特别地，大的噪声强度可

以有效防止肿瘤细胞耐药性的产生．

数值模拟如图４所示，揭示了益生菌对ＡＤ细

胞和ＡＩ细胞的最大抑制系数对系统动力学行为带

图２　大噪声强度下，前列腺癌细胞灭绝的时间序列

犉犻犵．２　犜犻犿犲狊犲狉犻犲狊犱犻犪犵狉犪犿狅犳狆狉狅狊狋犪狋犲犮犪狀犮犲狉犮犲犾犾狊犲狓狋犻狀犮狋犻狅狀狌狀犱犲狉犺犻犵犺狀狅犻狊犲犻狀狋犲狀狊犻狋狔

图３　前列腺癌细胞和益生菌间相互抑制作用较小时，疾病持久的时间序列

犉犻犵．３　犜犻犿犲狊犲狉犻犲狊犱犻犪犵狉犪犿狅犳犱犻狊犲犪狊犲狆犲狉狊犻狊狋犲狀狋狑犺犲狀狋犺犲犿狌狋狌犪犾犻狀犺犻犫犻狋狅狉狔犲犳犳犲犮狋犫犲狋狑犲犲狀狆狉狅犫犻狅狋犻犮狊犪狀犱狆狉狅狊狋犪狋犲犮犪狀犮犲狉犮犲犾犾狊犻狊

狉犲犾犪狋犻狏犲犾狔狊犿犪犾犾

图４　增强益生菌对前列腺癌细胞的最大抑制系数，前列腺癌细胞灭绝

犉犻犵．４　犈狓狋犻狀犮狋犻狅狀狅犳狆狉狅狊狋犪狋犲犮犪狀犮犲狉犮犲犾犾狊犫狔犲狀犺犪狀犮犻狀犵狋犺犲犿犪狓犻犿狌犿犻狀犺犻犫犻狋狅狉狔犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狅犳狆狉狅犫犻狅狋犻犮狊狅狀狆狉狅狊狋犪狋犲犮犪狀犮犲狉犮犲犾犾狊
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来的影响．增强益生菌对ＡＤ细胞和ＡＩ细胞的抑制

强度，分别取犽１３＝０．２７，犽２３＝０．００８，其余参数取值

同图３．结果表明当噪声强度较小时，适当增加益生

菌对ＡＤ细胞和ＡＩ细胞的最大抑制系数也可有效

消除前列腺癌．

６　结论
本文为探索益生菌辅助雄性激素剥夺疗法在治

疗前列腺癌中的潜在作用，构建了三维随机动力学

模型．通过理论分析结合数值模拟发现，噪声强度、

益生菌对ＡＤ细胞的最大抑制系数和ＡＩ细胞的最

大抑制系数以及益生菌的繁殖率等都是决定前列腺

癌能否治愈的关键因素．一方面，可通过增大噪声强

度根除ＡＤ细胞和ＡＩ细胞以防止耐药性的形成．另

一方面，当噪声强度较小时，可以通过增强有益菌对

ＡＤ细胞和ＡＩ细胞的最大抑制系数有效抑制雄性

激素依赖肿瘤细胞和雄性激素非依赖性肿瘤细胞的

生长．因此，在实际生活中可适当通过合理饮食或粪

菌移植等方式，提升患者体内肠道菌群中有益菌的

生长优势，从而增强连续性雄性激素剥夺疗法的疗

效．
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